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式と証明 

例題 1 二項定理／係数を求める 
（ア） 

別解 

xが 5 個， y2- が 3 個の順列より， ( ) 3535 4482
!3!5

!8 yxyx -=-
×

 448-\  

（イ） 

別解 

( )10cba ++ の 72bca の項は a 2 個，b 1 個， c 7 個の順列の積の和だから， 

7272 360
!7!2

!10 bcabca =
×

 360\  

 ( ) mlk
xx 12 とすると， 10=++ mlk ， 52 =+ lk より， ( ) ( ) ( ) ( )7,1,2,6,3,1,5,5,0,, =mlk  

 よって， ( ) ( ) ( ) 5712263125502 14521
!7!2

!101
!6!3
!101

!5!5
!10 xxxxxxx =××

×
+××

×
+××

×
 1452\  

 

1 演習題 
（ア） 

別解 

 ( )82 zyx +- の展開式は zyx ,,2 - から成る 8 個の順列の積の総和になる。 

 したがって， 332 zyx の項は， x2 2 個， y- 3 個， z 3 個の順列の積の和となる。 

 このときの順列の総数は 560
!3!3!2

!8
=

××
 

これと，各順列の積，すなわち x2 2 個， y- 3 個，z 3 個の積が ( ) ( ) 332332 42 zyxzyx -=- で

あることから， ( )82 zyx +- の展開式の 332 zyx の項は ( ) 332332 22404560 zyxzyx -=-×  

よって，係数は 2240-  

（イ） 

別解 

 ( )621 axx ++ の展開式は 2,,1 axx から成る 6 個の順列の積の総和になる。 

 したがって，1が k個， xが l個， 2ax がm個から成る項は， 6=++ mlk より， 

( ) mlmmlk xa
mlk

axx
mlk

22

!!!
!61

!!!
!6 +=  ・・・① 

 とくに 4x の項の係数を求める場合 
0,0,42 ³³=+ mlml を満たせばよいから， ( ) ( ) ( ) ( )0,4,1,2,2,0, =mi  
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 これと 6=++ mlk より， ( ) ( ) ( ) ( )0,4,2,1,2,3,2,0,4,,, =mlk  

 各々を①に代入し，それらの和をとると， 

 ( )
( ){ } 42

42

444240442

3215

1415

156015
!0!4!2

!6
!1!2!3

!6
!2!0!4

!6

xa

xaa

xaxxaxaaxxa

-+=

++=

++=
××

+
××

+
××

 

 よって， 4x の項の係数は ( ){ }3215 2 -+a  

 ゆえに， 4x の項の係数は 2-=a のときに最小値 45- をとる。 
（ウ） 

別解 

x5の係数 

 
9

22
÷
ø
ö

ç
è
æ +-

x
x の展開式は 2,2,

x
x - から成る 9 個の順列の積の和になる。 

 したがって， xが k個，
x
2

- が l個，2 がm個から成る各項は， 9=++ mlk より， 

 ( ) lkmllm
l

k x
mlkx

x
mlk

-+-=÷
ø
ö

ç
è
æ- 21

!!!
!922

!!!
!9

 ・・・① 

 とくに 5x の係数を求める場合 
 5=- lk ， 0³k ， 0³l ， 9£+ lk より， ( ) ( ) ( ) ( )2,7,1,6,0,5, =lk  

 これと 9=++ mlk より， ( ) ( ) ( ) ( )0,2,7,2,,16,4,0,5,, =mlk  

 各々を①に代入し，それらの和をとると， 

 
( ) ( ) ( ) ( )

5

555522531544

144

28927927921
!0!2!7

!921
!2!1!6

!921
!4!0!5

!9

x

xxxx

=

××+××-××=-
××

+-
××

+-
××  

 よって， 5x の係数は 144 
全ての係数の総和 

 全ての係数の総和では項の区別をしないから， 

 求める和は
9

22
÷
ø
ö

ç
è
æ +-

x
x から xを除いた和となる。 

よって， ( ) 11221 99 ==+-  
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例題 2 整式の割り算／割り算の実行 
別解 

( )xf の 4x の係数が a，定数項が 4だから， ( )xf を ( )xg で割った商は 2-ax  

よって， ( )( )2254416 23234 --+-=+-++ axxxxxcxbxax  

これより， ( ) ( ) ( ) 41028524416 234234 +--+++--+=+-++ xaxaxaaxxcxbxax  

したがって，
ï
î

ï
í

ì

--=-
+=
--=

10216
85

24

a
ac
ab

 ( ) ( )23,14,3,, -=\ cba  

ゆえに， ( ) 623143 -=---=-- cba  

 

例題 4 整式の割り算／剰余の定理と虚数 
（イ） 

補足 

012 =++ xx の虚数解の 1 つをa とすると， 
012 =++ aa より， ( ) 012 ×=++ aaaa  すなわち 023 =++ aaa  ( )aaa +-=\ 23  

これと 12 -=+ aa より， 13 =a  

 
4 演習題 
（ア） 

補足 
 qip +=w （ 0,0 ¹¹ qp ）とおくと， 

 ( ) ( ){ } ( ) 032323 =-+++-=++- iaqbapba w より， 2,3 -== ba  

 

例題 5 整式の割り算／ ( )kax - で割ったあま有り 
（ア） 

解説補充 

 ( ) ( ) nxQxxxx nn +-=++++ -- 1121  より， 

( )( ) ( ) ( ) ( ){ }nxQxxxxxx nn +--=++++- -- 1111 21   ( ) ( ) nnxxQxx n -+-=-\ 211  
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例題 6 整式の割り算／2 つの余りの条件 
（ア） 

解説補充 

( )xf を 1-x で割った商を ( )xA ， 12 ++ xx で割った商を ( )xB とすると， 

条件より， 
( ) ( ) ( ) 31 +-= xAxxf  ・・・① 

( ) ( ) ( ) 5412 ++++= xxBxxxf  ・・・② 

( )xf を 13 -x で割った商を ( )xC ，余りを cbxax ++2 とすると， 

( ) ( ) ( ) cbxaxxCxxf +++-= 23 1 とおくと， ( )( )111 23 ++-=- xxxx より， 

( ) ( )( ) ( ) cbxaxxCxxxxf +++++-= 22 11  

よって， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ){ } cbabaaxxCxxx

cbabaaxxxCxxxxf

++++++++-=

+++++-+++-=

11

111
2

2

　　　
 

これと①より， 3=++ cba  ・・・④ 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ){ } ( ) acxabaxCxxx

acxabxxaxCxxxxf

-+-++-++=

-+-++++++-=

11

111
2

22

　　　
 

これと②より， 4=- ab  ・・・⑤， 5=- ac  ・・・⑥ 

④，⑤，⑥より， 3,2,2 ==-= cba  

よって，求める余りは， 322 2 ++- xx  
 

6 演習題 
（イ） 

( )xA を 423 ++ xx で割った余り 

 ( )( )224 223 +-+=++ xxxxx ， ( )xA を 22 +- xx で割った余りが 14 -x  

 より， 

Aを 423 ++ xx で割った余りは ( ) 1422 -++- xxxa （ aは実数）と表せる。 
また，このときの商を ( )xB とすると， 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 14222 22 -++-++-+= xxxaxBxxxxA （ aは実数） ・・・① 

( )xA を 42 -x で割った余りが 1+-x だから，剰余定理より， ( ) ( ) 3122 =+--=-A  

これと①において ( ) 982 -=- aA であることから， 398 =-a  
2
3

=\a  

ゆえに，求める余りは ( ) 2
2
5

2
3142

2
3 22 ++=-++- xxxxx  
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例題 8 恒等式 
（イ） 

 tx =-1 とおくと， ( ) ( ) cbtatttt +++=++++ 2323 1121 より， 

 cbtattttt +++=+++ 2323 475  4,7,5 ===\ cba  

 

例題 13 不等式の証明／等式の条件つき 
(2) 

別解：(1)を利用 

 1
22

=÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ + caba

より， 

2
1

22

22

³÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ + caba

（等号成立は 1, =++= cbacb のとき） ・・・① 

 1
22

=÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ + cbba より， 

2
1

22

22

³÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ + cbba （等号成立は 1, =++= cbaca のとき） ・・・② 

 1
22

=÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ +

cbca より， 

2
1

22

22

³÷
ø
ö

ç
è
æ ++÷

ø
ö

ç
è
æ +

cbca （等号成立は 1, =++= cbaba のとき） ・・・③ 

 ①＋②＋③より， 

 ( )
2
3222

2
5 222 ³+++++ cabcabcba  

 これと ( ) ( ) ( )2222222 1222 cbacbacbacabcab ++-=++-++=++ より， 

( ) ( )
2
31

2
5 222222 ³++-+++ cbacba  

よって，
3
1222 ³++ cba （等号成立は

3
1

=== cba のとき） 

補足：間違った(1)の利用 

(1)と ( ) 1=++ cba より， ( )
2
122 ³++ cba （等号成立は

2
1

=+= cba のとき） ・・・① 

同様に， ( )
2
122 ³++ acb （等号成立は

2
1

=+= cab のとき） ・・・② 

( )
2
122 ³++ bac （等号成立は

2
1

=+= bac のとき） ・・・③ 
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 ①＋②＋③より， ( )
2
32223 222 ³+++++ cabcabcba  

 これと ( ) ( ) ( )2222222 1222 cbacbacbacabcab ++-=++-++=++ より， 

 ( ) ( )
2
313 222222 ³++-+++ cbacba  

 よって，
4
1222 ³++ cba  

しかし，等号が成立するには， 

2
1

=+= cba ，
2
1

=+= acb ，
2
1

=+= bac の連立方程式の解が存在しなければならない。 

しかし，この連立方程式の解は存在しない。 

よって，
4
1222 ³++ cba は成り立たない。 

13 演習題 
(2) 

別解：(1)の結果を利用 

 zyx
zyx

3
1

2
1

2
1

3
2

3
+÷

ø
ö

ç
è
æ +=

++
 

zyx
3
1

2
1

2
1

3
2

++£ （ yx = のとき等号成立） 

zyxzyx
3
1

2
1

2
1

3
2

3
1

2
1

2
1

3
2

+÷
ø
ö

ç
è
æ +£++  

3
zyx ++

= （ zyx =+
2
1

2
1

のとき等号成立） 

よって， 

33
zyxzyx ++

£
++

 

 等号成立は yx = かつ zyx =+
2
1

2
1

のとき，すなわち zyx == のとき 
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15 演習題 
（イ） 

(2) 

( )

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+++++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
++++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+++=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+++++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+++

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+++=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
++++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
++++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+++=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
++++

-

-

n

n

nn

nn

n

n

nn

nn

n

n

n

n

nn

nn

n
n

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

n

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

aa
aa

121

22

3

2

1

11

2

121

22

1

11

2

2

2

1

1

21

22

2

2

1

11

2

1

1

1
1

11









ここで，
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+++++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
++++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
++ -

n

n

nn

nn

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a 121

22

3

2

1

11

2  について， 

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

j

i

i

j

a
a

a
a

, （ ni ££1 ， nj ££1 ， ji ¹ ）の組み合わせの総数は 

i

j

a
a

と
j

i

a
a

は異なる ( )の和の要素となる分数で， ( )の数は nであることから， 2Cn  

 

 わかりやすく解説すると， 

 
þ
ý
ü

î
í
ì

þ
ý
ü

î
í
ì

þ
ý
ü

î
í
ì

þ
ý
ü

î
í
ì -

--

-

-- n

n

nnn

n

n

n

nn

nn

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a 121

11

2

1

2

1

1

22

3

2

1

11

3

1

2 ,,,,,,,,,,,,,,,,   

 の n個のグループに分ける。 

分母が ia のグループから
i

j

a
a

を選ぶと，そのペアは分母が ja のグループの
j

i

a
a

である。 

したがって，異なるペアならばその出身グループの組合せも異なる。 

ゆえに， ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

j

i

i

j

a
a

a
a

, （ ni ££1 ， nj ££1 ， ji ¹ ）の組み合わせの総数は 

n個のグループから 2 つのグループの選び方の総数と一致する。 

 あるいは 

 
þ
ý
ü

î
í
ì

þ
ý
ü

î
í
ì

þ
ý
ü

î
í
ì

þ
ý
ü

î
í
ì -

--

-

-- n

n

nnn

n

n

n

nn

nn

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a 121

11

2

1

2

1

1

22

3

2

1

11

3

1

2 ,,,,,,,,,,,,,,,,   

 はグループ数 n，各グループに属する要素の数は 1-n だから総数は ( )1-nn  

 各々の要素が 1 対 1 でペアをつくるから，ペアの総数は
( )

2
1-nn  
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これと 2³+
j

i

i

j

a
a

a
a

（等号は ji aa = のとき成立）であることから， 

( )

( )

2

2

121

22

1

11

2

1
1

2
2

1
2C

11

n

nnn

n

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

n
aa

aa

n

n

n

nn

nn

n
n

=

×
-

+=

×+³

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+++++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+++÷÷

ø

ö
çç
è

æ
+++=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
++++ -

 

 等号は naaa === 21 のとき成立 

 

16 コーシー・シュワルツの不等式 

(2) 別解 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0
11

11

1
111

1
11

1
1

1
1
11

1121

22

2222

22
22

22

222222

22
22

22
22

22

22
22

22222

³
++

-+-+-
+÷

ø
ö

ç
è
æ

++
++

-++=

++
+++++++-

+÷
ø
ö

ç
è
æ

++
++

-++=

+++
++
++

-÷
ø
ö

ç
è
æ

++
++

-++=

+++++-++

ba
dbcabcad

ba
bdacxba

ba
dcbabdac

ba
bdacxba

dc
ba
bdac

ba
bdacxba

dcxbdacxba

　　　　　　　

　　　　　　　

　　　　　　　

 

 でも，これをやってしまうと(3)の意味が，，， 

 

16 演習題 
別解 

 kcba =++ とおくと， bakc --= より， 

 
( )

( ) 12222

1
222

222222

-+-+-+=

--++=-++

kkbbakba

bakbacba
 

 これと 01222 =-++ cba より， ( ) 012222 222 =-+-+-+ kkbbakba  

 aは実数だから，判別式をDとすると， 0³D より， 

 

( ) ( )

0
223

1222
4

22

222

³
+-+-=

-+---=

kkbb

kkbbkbD

 

 0223 22 £-+-\ kkbb  

 これと 2
3
2

3
3223 2

2
22 -+÷

ø
ö

ç
è
æ -=-+- kkbkkbb より， 02

3
2 2 £-k  33 ££-\ k  

 ゆえに， cba ++ の最大値は 3  


